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H am ilton 体系层合板动力响应半解析法3

大连理工大学　　邹贵平3 3 　唐立民　刘迎曦

【摘要】　对时间方向引进正则变换函数, 给出了层合板动力学的 H am ilton 正则方程及其半解析

法。通过分离变量, 就可以在板平面内采用通常的有限元离散, 而在板厚方向采用状态空间法给

出解析解, 且通过传递矩阵, 保证了层间位移和应力的连续, 建立了层合板上下表面相变量的关

系式, 利用打靶法进行求解。数值算例表明: 本文方法未知量少, 精度高。
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1　前　言

　　由于复合材料横向剪切模量较低, 剪切效应比较严重[1～ 5 ], 因此人们提出许多考虑剪切效应

的计算方法。本文从H ellinger- R eissner变分原理以及修正后导出的H am ilton 正则方程出发,

在时间方向引进正则变换函数, 给出一种求解层合板动力响应的半解析法。该法在板平面内采用通

常的有限元离散, 而在板方向采用状态空间法给出解析解答, 且通过传递矩阵, 保证了层间位移和

应力的连续, 建立了层合板上下表面相变量的关系式, 利用打靶法进行求解。

2　层合板动力学的 Ham ilton 正则方程
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　　式 (1) 是典型的H am ilton 正则方程[6 ] , 但同时又含有时间的二次导数直接求解很困难。
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为此提出正则变换法。不妨以W ilson2Η法为例, 取正则变换函数为
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将式 (2) 代入式 (1) 就得到修正后的动力学的H am ilton 正则方程为
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这说明混合状态是一种很基本的H am ilton ian 结构, 它们的力学意义是它们构成辛几何

空间, 当沿 z 方向介质模量发生变化时或两种介质接触时, 这 6个相变量 (u , v , Ρz , Σx z , Σy z ,

w ) 必须是连续的, 而 (Ρx , Ρy , Σx y ) 则可以是间断的。
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3　混合状态元、H am ilton ian 元及其控制方程的解析解

　　对层合板任一层沿 x 2y 平面离散, z 方向保留原形式, t时刻相变量场设为

u = [N (x , y ) ]{u (z ) }　,　v = [N (x , y ) ]{v (z ) }　,　Ρz = [N (x , y ) ]{Ρ(z ) }

Σx z = [N (x , y ) ]{Σx z (z ) }　,　Σy z = [N (x , y ) ]{Σy z (z ) }　,　w = [N (x , y ) ]{w (z ) }

采用任意四边形单元形函数N i (Ν, Γ) = (1ö4) (1+ ΝiΝ) (1+ ΓiΓ) , 取变分并分步积分有
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　　通过上面沿 x 2y 平面的离散, 就得到层合板中第m 层混合状态H am ilton ian 元控制方程
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实际上, 式 (9) 对任一层都成立, 取两典型层m = 1, P 分别有

D t+ Η△t
1 (h 1) = T 1 (h 1)D t+ Η△t

1 (0) + G t+ Η△t
1 (h 1)

D t+ Η△t
P (hP ) = T P (hP )D t+ Η△t

P (0) + G t+ Η△t
P (hP )

(11)　

考虑层间位移及应力连续条件D
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j (h j ) = D
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j+ 1 (o) , 利用传递矩阵法层层传递, 最后得
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其中 {q (0) }、 {P (0) }、 {q (h ) }、 {P (h ) } 分别为层合板上下表面的位移和应力向量; {G }q、
{G}P 是与边界条件及外载相关的等效荷载。代入上下表面的已知应力边界条件, 最后得

[H ]{q (0) } t+ Η△t = {Q } t+ Η△t (13)　

其中 [H ] = [T
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4　数值算例和讨论

　　为了考察本方法的精度, 考虑文献 [ 2 ]中层合板, 其弹性常数及几何尺寸为: E 11= 25E 22,

E 22= E 33= 211×106N öcm 2, G 12= G 13= G 23= 015E 22, Λ12= Λ13= Λ23= 0125, Θ= 8×10- 6N·s2ö
cm 4, aöh= 5, h= 5cm , 受正弦分布荷载 q= qosin (Πx öa) sin (Πy öa) 作用。取时间步长△t

= 5Λs, 无量纲挠度和应力为W{ = 1000E 22W ö(qos
2) , Ρλx = 10Ρx ö(qos

2) , s= aöh。

从图 1和图 2可以看出: 本法所得的位移和应力与高阶理论[2 ]吻合得很好。
考虑 (019010) 三层层合板 (Pagano [5 ]) , 其弹性常数及及几何尺寸为: E 11= 25E 22, E 22

= E 33= 211×106N öcm 2, G 12= G 13= 015E 22, G 23= 012E 22, Λ12= Λ13= Λ23= 0125, Θ= 8×10- 6N

·s2öcm 4, aöh= 4, h= 5cm。网格划分 4×4, 时间步长△t= 2Λs。无量纲应力: Ρλx = 10Ρx ö
(qos

2) , (Σλx z , Σλy z ) = (Σx z , Σy z ) ×10ö(qos) , s= aöh。
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图 1　W{ (aö2, aö2, 0, t) 变化曲线 图 2　Ρλx (aö2, aö2, 0, t) 变化曲线

图 3　Ρλx (aö2, aö2) 沿 z 向变化 图 4　Σλx z (0, aö2) 沿 z 向变化 图 5　Σλy z (aö2, 0) 沿 z 向变化

图 3～ 5分别给出 Ρλx , Σλx z , Σλy z在不同时刻沿板厚方向变化曲线。
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